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Представлены результаты вычислительного эксперимента по исследованию свойств аксиально-симметричных собствен-
ных колебаний электрического типа открытого резонатора со сферическими зеркалами. Обнаружен и исследован эффект падения 
(повышения) на один-два порядка дифракционной добротности основных типов колебаний при изменении геометрических пара-
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В работе [1] построена спектральная тео-
рия для открытого резонатора со сферическими 
зеркалами (ОР). На основе разработанного алго-
ритма исследованы спектральные характеристики 
ОР для некоторых значений геометрических па-
раметров резонатора. В частности, было отмече-
но, что для ряда типов колебаний в ОР наблюда-
ется резонансный характер поведения добротно-
сти в зависимости от расстояния между зеркалами 
и размера апертуры зеркал. 
В данной работе проведен расчет собст-
венных частот с целью определения геометриче-
ских параметров резонатора, которые являются 
оптимальными (в смысле получения максималь-
ного значения добротности) при выборе размеров 
резонатора на практике. 
В работе, которая является логичным 
продолжением [1], изучаются аксиально-
симметричные собственные колебания электри-
ческого типа ( 0rE , 0rH ), когда резонансная 
длина волны соизмерима с размерами ОР. 
1. Постановка задачи и метод решения. 
На рис. 1 изображен ОР, образованный двумя 
одинаковыми соосными идеально проводящими 
сферическими зеркалами. Он характеризуется ра-
диусами кривизны зеркал a , углами раскрыва 
зеркал  и расстоянием l  между зеркалами. 
Аксиально-симметричные поля электри-
ческого типа описываются электрическим потен-
циалом Дебая u ; магнитный потенциал Дебая v  
при этом равен нулю (электромагнитное поле 
имеет отличные от нуля три компоненты rE , E , 
H ). Учитывая это, математическая формулиров-
ка задачи о спектре собственных электромагнит-
ных колебаний ОР состоит в следующем. Требу-
ется определить значения спектрального пара-
метра 2k  (  − длина волны), при которых 
существуют нетривиальные решения уравнения 
Гельмгольца 2 0u k u , обеспечивающие вы-
полнение граничных условий на зеркалах (равен-
ство нулю тангенциальных составляющих элект-
рического поля), условия конечности энергии 
электромагнитного поля в любой ограниченной 
области пространства, а также удовлетворяющие 
условию излучения на бесконечности (аналог ус-
ловия Рейхардта в двумерном случае). 
 
 
 
Рис. 1. Открытый резонатор 
 
В работе [1] показано, что данная спект-
ральная задача эквивалентна задаче на характери-
стические числа матричной оператор-функции, 
доказана дискретность и конечная кратность 
спектра собственных частот, построен математи-
чески обоснованный алгоритм вычисления спект-
ра. Следует отметить, что выбранная электроди-
намическая модель и алгоритм решения допуска-
ют изменение в широких пределах как геометри-
ческих параметров ОР, так и длины волны элект-
ромагнитного поля. 
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2. Анализ численных результатов. Для 
классификации собственных колебаний изучались 
распределения линий равных значений модуля 
( H ) и фазы (argH ) единственной отличной от 
нуля компоненты магнитного поля H  внутри 
ОР (рис. 2). Типу колебаний приписывается 
(см. [1]) символ ,0nqTM  который означает, что 
магнитное поле H  обращается в нуль q  раз по 
оси ОР и n  раз в перпендикулярном направле-
нии (по радиусу в цилиндрической системе ко-
ординат). Такая классификация аналогична клас-
сификации, используемой в асимптотических мо-
делях ОР. Однако эти модели позволяют описать 
только часть спектра ОР, соответствующую коле-
баниям типа «прыгающего мячика». В принятых 
обозначениях это колебания типа ,0nqTM  у кото-
рых q n . Ранее (см. [1]) было установлено, что 
существуют, например, колебания 021TM  и 031TM , 
которые не могут быть описаны в рамках этих мо-
делей. Эти колебания в определенных ситуациях 
могут эффективно «взаимодействовать» с колеба-
ниями типа 003TM  и 013TM , что приводит к резко-
му возрастанию дифракционных потерь последних. 
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l/a = 0,9, 140 ka = 13,7880
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003
 
 
 
l/a = 0,8, 132 ka = 18,5707
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Рис. 2. Схематичное изображение пространственной структу-
ры собственных колебаний в ОР 
 
Проведенные в данной работе расчеты 
показали, что собственные частоты ОР можно ус-
ловно разбить на группы. Будем считать, что 
группу образуют колебания с индексами, удовле-
творяющими соотношению n q const. Напри-
мер, одну группу составляют колебания 003TM , 
021TM , 012TM , 030TM . Собственные частоты ко-
лебаний, входящих в группу, близки друг к другу 
(если не учитывать значения геометрических па-
раметров ОР, при которых не имеет смысла гово-
рить о колебаниях 0nqTM , n q  ввиду их низкой 
добротности). Собственные частоты колебаний 
разных групп разнесены по частоте на большее 
расстояние, чем собственные частоты колебаний, 
входящие в одну группу. Характерное поведение 
собственных частот и добротностей отдельных 
типов колебаний объясняется в рамках одной 
группы. 
На рис. 3, 4 показаны зависимости  
действительных частей собственных частот 
Re( )ka  и логарифмов добротностей Q  
( 0,5 Re( ) / Im( )Q ka ka ) собственных колебаний 
от относительного расстояния между зеркалами 
al /  и углового размера апертуры зеркал  
( sinb a  – радиус кривизны апертуры зеркала). 
Видно, что Re( )ka  и Q  имеют явно выраженную 
зависимость от геометрических параметров резо-
натора. 
Для любого выбранного типа колебаний 
можно указать размеры резонатора max( , ( ))l l , 
при которых достигается максимум добротности. 
Значит, можно говорить об эффекте повышения 
добротности ОР при изменении геометрических 
параметров ОР. На рис. 3, а серыми кругами от-
мечены точки max( , ( ))l l , которым отвечает 
max ( ) max ( , )Q l Q l . 
С другой стороны, для фиксированного 
расстояния между зеркалами l  с увеличением 
размера зеркал до некоторого значения происхо-
дит рост добротности до max ( )Q l ; дальнейшее 
увеличение размера зеркал, казалось бы, уже не 
должно приводить к падению добротности (раз-
мер зеркал превосходит размер пятна поля). Од-
нако, как видно из рис. 3, а, дальнейшее увеличе-
ние размера зеркал приводит к локальному паде-
нию добротности, т. е. можно говорить об эффек-
те падения добротности ОР. На рис. 3, а белыми 
кругами отмечены точки min( , ( ))l l , которым от-
вечает ).,(min)(min lQlQ  
Локальный минимум добротности по 
двум параметрам min min
,
min ( ) min ( , )
l l
Q Q l Q l  
достигается в точке, которую обозначим 0 0( , )l . 
На рис. 3, а эта точка изображена черным кругом. 
При изменении расстояния между зеркалами в 
сторону уменьшения ( 0l l ) или в сторону увели-
чения ( 0l l ) значения min ( )l , max ( )l  и отве-
чающие им значения min ( )Q l , max ( )Q l  сближают-
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ся, вплоть до равенств min max( ) ( )l l  и 
min max( ) ( )Q l Q l , и при дальнейшем увеличении l  
имеем монотонное падение добротности с 
уменьшением размера зеркал. Другими словами, 
добротность Q  как функция двух переменных 
имеет «провал» в точке 0 0( , )l . 
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Рис. 3. Зависимость реальных частей собственных частот (а, в) и логарифмов добротностей колебаний ТМ003 (сплошные линии и 
цифра 1) и ТМ021 (пунктирные линии и цифра 2) от размера  зеркал для различных значений расстояния  l / a (указаны дробными 
цифрами) между зеркалами 
___________________________________________ 
3. Природа эффекта падения добротно-
сти. В работе [1] исследованы зависимости 
Re( )ka  и Q  для двух частных случаев, а именно:  
− зависимость собственных частот и доброт-
ностей колебаний от  конфокального резонато-
ра ( / 1l a ); 
− зависимость собственных частот и доброт-
ностей колебаний от l  резонатора с угловым раз-
мером апертуры o130 .  
Было обнаружено проявление сильной 
междутиповой связи колебаний, сопровождаю-
щееся резким уменьшением добротности высоко-
добротных и увеличением добротности низкодоб-
ротных колебаний; одновременно действительные 
части собственных частот подвергались резким 
изменениям. Наблюдался обмен типами колеба-
ний (см. [1]). Было также отмечено многочислен-
ное совпадение Re( )ka  различных типов колеба-
ний. Однако добротности этих типов колебаний, 
соответствующих точкам пересечения реальных 
частей, значительно отличаются. Поэтому был 
сделан вывод, что спектр собственных колебаний 
вырожден лишь частично. 
Проведенный в настоящей работе целе-
направленный расчет собственных частот позво-
ляет сделать более глубокие выводы. 
Результат, который заслуживает особого 
внимания, состоит в том, что в ОР обнаружены 
точки вырождения собственных колебаний в комп-
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лексной плоскости. Например, для резонатора 
размерами / 0,9361l a , o131,75  собственная 
частота 13,330 0,072ika  соответствует двум 
колебаниям 003TM  и 021TM . Данные размеры ОР 
соответствуют параметрам 0 0( , )l . Поведение 
действительных частей собственных частот в ок-
рестности точки 0 0( , )l  следующее (рис. 3, в). Для 
0l l  Re( )ka  пересекаются; для 0l l  Re( )ka  
образуют графики Вина, причем с ростом /l a  за-
висимости Re( )ka  двух колебаний удаляются друг 
от друга. Обмен типами колебаний наблюдается 
только в области 0l l , min ( )l  (цифры 1 и 2 
на рис. 3, в, г уточняют типы колебаний). 
В некоторой окрестности точки 0 0( , )l  
наблюдаются гибридные типы колебаний (см. [1]). 
Добротность колебания 003TM  в этой окрестнос- 
ти гораздо ниже (на один-два порядка), чем вне 
указанной окрестности. Поэтому эту окрестность 
следует, видимо, назвать областью запрещенных 
параметров ОР для данного колебания. 
На рис. 4 приведены аналогичные зави-
симости для колебаний 004TM  и 022TM . Для ре-
зонатора размерами / 0,897l a , o128,6      
собственная частота 17,316 0.05ika ,  соответ-
ствует этим двум колебаниям. Для резонатора раз-
мерами / 0,903l a , o132,1  собственная частота  
17,1851 0,087ika  соответствует двум колебани-
ям 013TM  и 031TM . 
Если говорить о колебаниях 004TM , 
022TM , 013TM , 031TM , то  область запрещенных 
параметров расширяется за счет того, что две 
точки вырождения расположены недалеко друг от 
друга. Соответственно, пространственное распре-
деление гибридных типов колебаний в области 
пересечения двух независимых областей будет 
носить черты четырех колебаний. 
___________________________________________ 
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Рис. 4. Зависимость реальных частей собственных частот (а, в) и логарифмов добротностей колебаний ТМ004 (сплошные линии и 
цифра 1) и ТМ022 (пунктирные линии и цифра 2) от размера  зеркал для различных значений расстояния  l / a  (указаны дробны-
ми цифрами) между зеркалами 
 
Ю. В. Свищев / О добротности собственных колебаний… 
_______________________________________________________________________________________________________________ 
132 
 
В работе [1] показано, что для рассмат-
риваемого резонатора описанные выше законо-
мерности являются следствием существования 
изолированной морсовской критической точки 
определителя системы линейных алгебраических 
уравнений, зависящих от спектрального парамет-
ра ka  и неспектрального параметра l  (см. [2]).   
В контексте данной работы следует отметить сле-
дующее. Во-первых, приведенные в работе [3] 
эпюры поведения собственных частот в окрестно-
сти морсовской критической точки находят свое 
подтверждение на примере ОР со сферическими 
зеркалами. Во-вторых, помимо хорошо известно-
го графика Вина, имеет место такое поведение 
собственных частот: реальные части собственных 
частот пересекаются, а мнимые части собствен-
ных частот не имеют точки пересечения.             
В-третьих, точки вырождения собственных коле-
баний являются частным случаем морсовских 
критических точек. 
Выводы. Обнаружен и детально иссле-
дован эффект резонансного падения (повышения) 
добротности (как функции геометрических пара-
метров резонатора) колебаний в ОР. 
Доказано существование точек вырожде-
ния собственных колебаний в ОР. 
Установлено, что в основе физической 
природы резонансного падения (повышения) доб-
ротности собственных колебаний ОР лежит эф-
фект междутиповой связи колебаний. 
Приведенные результаты могут служить 
ориентиром для определения размеров резона-
тора, поддерживающего высокодобротные коле-
бания. 
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ON QUALITY OF ELECTRICAL nqTM 0  
EIGENMODES OF AN OPEN RESONATORS 
WITH SPHERICAL MIRRORS 
 
Yu. V. Svishchov 
 
The behavior of axially-symmetric electrical-type mod-
es of an open resonator with spherical mirrors has been numerical-
ly investigated. It has been found that the diffraction quality can 
be increased (decreased) from one to two orders in the magnitude 
by varying geometrical parameters of the resonator. Degeneration 
points of resonator eigenmodes have been revealed in the complex 
plane. 
Key words: open resonator, eigenfrequency, diffrac-
tion quality, wave mode coupling. 
 
ПРО ДОБРОТНІСТЬ ВЛАСНИХ КОЛИВАНЬ 
ЕЛЕКТРИЧНОГО ТИПУ nqTM 0  ВІДКРИТОГО 
РЕЗОНАТОРА ЗІ СФЕРИЧНИМИ 
ДЗЕРКАЛАМИ 
 
Ю. В. Свiщoв 
 
Репрезентовано результати обчислювального       
експерименту з дослідження властивостей аксіально-
симетричних власних коливань електричного типу відкритого 
резонатора зі сферичними дзеркалами. Знайдено та дослідже-
но ефект спаду (підвищення) на один-два порядка дифракцій-
ної добротності основних типів коливань внаслідок зміни гео-
метричних параметрів резонатора. Доведено існування точок 
виродження власних коливань у комплексній площині. 
Ключові слова: відкритий резонатор, власна час-
тота, дифракційна добротність, міжтиповий зв’язок коливань. 
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